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Aritmeticˇko-geometrijska sredina i njena primjena
na racˇunanje broja π
Tomislav Buric´1 , Stjepan Mesˇtrovic´2
Uvod
U ovom cˇlanku opisat c´emo aritmeticˇko-geometrijsku sredinu i neka njena svojstva.
Ona nalazi primjenu u izracˇunu raznih konstanti i vrijednosti funkcija, a mi c´emo se
posebno usredotocˇiti na poznatu matematicˇku konstantu π .
Aritmeticˇko-geometrijsku sredinu dobivamo korisˇtenjem iterativnog postupka defini-
ranog na sljedec´i nacˇin. Prvo postavljamo dvije pocˇetne vrijednosti s i t :
a0 = s,
g0 = t,
a zatim u svakom sljedec´em koraku izracˇunamo aritmeticˇku i geometrijsku sredinu




(an + gn) ,
gn+1 =
√
angn, n ≥ 0.
Oba navedena niza konvergiraju ka istoj vrijednosti koju nazivamo aritmeticˇko-
geometrijska sredina brojeva s i t , a oznacˇavat c´emo je s AG(s, t) . Da je to doista tako,
mozˇe se lako dokazati. Naime, vrijedi sljedec´a usporedba:
min(s, t) ≤ G(s, t) ≤ AG(s, t) ≤ A(s, t) ≤ max(s, t).
Iz nejednakosti aritmeticˇke i geometrijske sredine an ≥ gn , n  1 imamo
gn+1 =
√
gn · an ≥ √gn · gn = gn,
odnosno niz definiran geometrijskom sredinom je rastuc´i. S obzirom da je taj niz i
ogranicˇen (maksimalnom vrijednosˇc´u od dva pocˇetna parametra niz je konvergentan,
odnosno postoji realan broj L takav da
lim
n→∞ gn = L.
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Dakle, oba niza konvergiraju ka istoj vrijednosti. Tako -der primijetimo da je niz




≤ an + an
2
= an.
Ponasˇanje nizova se mozˇe dodatno proucˇavati no pogledajmo prvo jedan primjer. U
tablici 1 mozˇemo vidjeti prvih par iteracija racˇunanja aritmeticˇko-geometrijske sredine








Tablica 1. Aritmeticˇko-geometrijska sredina brojeva 3 i 14.
Vec´ iz ovog primjera mozˇemo naslutiti brzinu konvergencije ovako definiranog
postupka: u drugoj iteraciji imamo podudaranje u jednoj decimali, a u cˇetvrtoj vec´ na 9
decimala, tj. otprilike je u svakom koraku dvostruko visˇe tocˇnih decimala. Cˇitatelj lako
mozˇe isprobati ovaj proces i za neke druge dvije proizvoljno odabrane vrijednosti (uz
pomoc´ kalkulatora ili programa na racˇunalu) i sam se uvjeriti da an i bn zaista brzo
tezˇe prema istoj vrijednosti.
Brzina konvergencije aritmeticˇko-geometrijske sredine
Brzina konvergencije aritmeticˇko-geometrijske sredine je razlog zbog cˇega se
primjenjuje u raznim numericˇkim algoritmima. Vec´ je i Gauss koristio to svojstvo
za brzi izracˇun vrijednosti trigonometrijskih funkcija.































Kako an i gn tezˇe istoj vrijednosti, znamo da c´e se xn priblizˇavati jedinici, no zanima
nas koliko brzo c´e se to odvijati. Postoji visˇe nacˇina odre -divanja te brzine, a mi c´emo
pokazati jedan od jednostavnijih.
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S obzirom da je an ≥ gn , uvijek c´e vrijediti xn ≥ 1. Stoga vrijede nejednakosti
1√
xn
≤ 1 i √xn ≤ xn , iz cˇega dobivamo:









(xn + 1− 2) ≤ 12 (xn − 1),
odnosno
0 ≤ xn+1 − 1 ≤ 12 (xn − 1).
To mozˇemo protumacˇiti na nacˇin da je u svakoj sljedec´oj iteraciji gresˇka barem upola
manja. Ako to uspore -dujemo s pocˇetnom iteracijom, imamo
0 ≤ xn+1 − 1 ≤ 12(xn − 1) ≤
1
4
(xn−1 − 1) ≤ . . . ≤ 12n (x0 − 1),
tj. mozˇemo zakljucˇiti da je priblizˇna brzina konvergencije
1
2n
. No kao sˇto smo vidjeli
u tablici 1, gresˇka se u svakom koraku puno visˇe smanjuje, odnosno brzina je zapravo





Postoje mnogi algoritmi koji koriste aritmeticˇko-geometrijsku sredinu za izracˇun
vrijednosti elementarnih funkcija. Primjerice, Gauss ju je koristio kako bi u malom broju
koraka dosˇao do velike preciznosti vrijednosti logaritamske i trigonometrijskih funkcija.
Uz to, aritmeticˇko-geometrijska sredina se mozˇe koristiti i za izracˇun konstanti, a u tu
svrhu ukljucˇuju se dodatni koraci koji c´e josˇ ubrzati ili stabilizirati algoritam. Sada
c´emo opisati jedan nacˇina za izracˇun broja π .
U literaturi algoritmi za izracˇun decimala broja π u visokoj preciznosti cˇesto nose
imena matematicˇara Eugenea Salamina i Richarda Brenta. Oni su neovisno jedan o
drugome dosˇli do slicˇnih izraza, no kako su na tom podrucˇju vec´ radili i Gauss i
Legendre, imena samih algoritama sadrzˇe kombinacije njihovih imena.
Kao osnovni algoritam za izracˇun konstante π cˇesto se navodi Gauss-Salaminova












1−∑∞j=2 2j+1cj , (1)
pri cˇemu je cj =
1
2
(aj−1 − gj−1) , gdje aj i gj predstavljaju aritmeticˇku, odnosno
geometrijsku sredinu iz iterativnog postupka. S obzirom da je opc´enita praksa u





Ovu formulu mozˇete sami lako koristiti i provjeriti, a mi c´emo se ovdje zadrzˇati na
jednom drugom algoritmu.
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Algoritam koji je pogodniji za korisˇtenje i na kojem c´emo provjeriti preciznost zove
se Gauss-Legendreov i sastoji se od sljedec´a tri koraka unutar kojih se tako -der racˇuna
aritmeticˇko-geometrijska sredina brojeva 1 i 1/
√
2:
1. Postavljamo pocˇetne vrijednosti






, p0 = 1.







tn+1 = tn − pn(an − an+1)2,
pn+1 = 2pn.
3. Aproksimacija




Broj tocˇnih decimala broja π dobivenih ovim algoritmom je dan u sljedec´oj tablici.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
broj tocˇnih decimala 1 3 8 19 40 84 171 345 694 1392
Primijetite da smo u samo 10 koraka vec´ dobili preko 1000 tocˇnih decimala!
Obrazlozˇenje i dokazi ovih algoritama zahtijevaju naprednije alate matematicˇke analize,
no zainteresiranog cˇitatelja upuc´ujemo na odlicˇnu knjigu [1] u kojoj je ova tematika
detaljno obra -dena.
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